INNHOLD

Forord ix
1 Introduksjon 1
1.1 Hva er matematikk? . . . . . ... .. ... 0L 1
1.2 Hva er diskret matematikk? . . . . ... .. ... ... ... 3
1.3 Leeringsmal . . . . . .. .. 4
1.4 Leserveiledning . . . . . .. ... ... L. 5
1.5 Téarnet i Hanoi . . . .. .. .. .. ... ... ........ 6

2 Utsagnslogikk 11
2.1 Hvaeretutsagn? . . . .. . ... ... ... ... 12
2.2 Symbolbruk og logiske operatorer . . . . . . ... ... ... 13
2.2.1 Ekvivalente utsagn . . . . . ... ... oL 13

2.2.2 Negasjon . . .. ... ... o 14

2.2.3 Konjunksjon —logiskog . . . . . ... ... 14

2.2.4  Inklusiv disjunksjon — logisk inklusiv eller . . . . . . 15

2.2.5 Uneere og binaere operatorer . . . . . . . . . ... .. 16

2.2.6  Eksklusiv disjunksjon — logisk eksklusiv eller — XOR 16

2.2.7 Logisk implikasjon eller subjunksjon . . . . . .. .. 18

2.2.8 Logisk biimplikasjon eller dobbeltimplikasjon . . . . 22

2.2.9 Antall rader i en sannhetsverditabell . . . . . . . .. 23

2.3 Regler om ekvivalente utsagn . . . . . ... ... ... ... 23
2.3.1 Lover for negasjon . . . . .. .. ... ........ 24

2.3.2 Lover for konjunksjon . . . . ... ... ... ... 24

2.3.3 Lover for inklusiv disjunksjon . . . . . . ... .. .. 25

2.3.4 Kommutative lover . . . . . . . ... ... 25

2.3.5 Assosiative lover . . . ... ... 25



2.3.6 Distributive lover . . . . . .. ... 000
2.3.7 DeMorgans lover . . . . . . ... ... ... .....

2.4 Naturlige sprak og formelle logiske uttrykk . . .. .. ...
2.5 Boolsk algebra . . . . ... oo
2.5.1 Grunnleggende regneregler . . . . ... ... .. ..
2.5.2 Lover for logiskog . . . . ... ... ... ... ...
2.5.3 Lover for logisk eller . . . . . ... ... ... . ...
2.5.4 Kommutative lover . . . . . ... ... ... ... ..
2.5.5 Assosiative lover . . . . ... ... L.
2.5.6 Distributive lover . . . . . . ... ... ...
2.5.7 DeMorgans lover . . . . . . ... ... ... ... ..
2.5.8 Absorbsjonslover . . . . ... .. ... L.
2.6 Logiske kretser . . . . . ... .o oo
2.7 Logiske operatorer i programmeringssprak . . . . . .. . ..
2.8 (velsesoppgaver . . . . ... ...
Predikatlogikk
3.1 Utsagnsfunksjoner . . . . .. ... ... L.
3.2 Kvantorer . . . . . . . ...
3.2.1 Kvantorutsagn . . .. ... ... .. ...
3.2.2 Negasjon av kvantorutsagn . . . . . ... ... ...
3.2.3 Nogstede kvantorer . . . . . ... ...
3.2.4 Negasjon av ngstede kvantorutsagn . . . . . . . . ..
3.3 Java-eksempel . . . . ..o 0oL
3.4 velsesoppgaver . . . . . . ...
Mengdelesere
4.1 Mengder . . . . . ...
4.1.1 Notasjon for mengder . . . ... .. ... ......
4.1.2 Definering av mengder . . . . . .. ... ... .. ..
4.1.3 Likhet mellom mengder . . . .. ... ... .....
4.1.4 Venndiagram . . . .. ... ... ... ... ...
4.1.5 Delmengder og ekte delmengder . . . . . . ... ..
4.1.6 Kardinalitet: stgrrelsen til en mengde . . . . . . ..
4.1.7 Potensmengder . . . . . ... ...
4.1.8 Det kartesiske produktet mellom to mengder
4.2 Operasjoner pa mengder . . . . . . ... ...

421 Snitt . . ...
4.2.2 Union . .. ... ... e
4.2.3 Differansen mellom to mengder . . . . . . ... ...
4.2.4 Symmetrisk differanse . . . . . ... ...
4.2.5 Komplement . ... ... ... ... .........

ii

37
39
40
41
42
44
46
47
49



4.3 Tremengder. . . . . . . . ..o
4.3.1 Ulike mater & beskrive en mengde pa . . . . . . . ..
4.3.2 Hvordan avgjgre ekvivalens mellom mengder
4.3.3 Antallet elementer i unionen av tre mengder . . . . .

4.4 Mengdeidentiteter . . . . .. ..o

4.5 Mange mengder . . . . . . ..o

4.6 Venndiagrammer og telleoppgaver . . . . . . . . .. .. ...

4.7  Ovelsesoppgaver . . . ...

Fglger og rekker

51 Falger . . . . . o
5.1.1 Aritmetiske folger . . . . . .. .. ...
5.1.2  Geometriske fglger . . . . . .. ..o
5.1.3 Rekurrente fglger . . . . . . ... ...
5.1.4 Noen viktige folger . . . . . . ... ... ... L.

5.2 Rekker . . . . . ..o
5.2.1 Summetegnet . . . ... ..o
5.2.2 Aritmetiske rekker . . . . .. ...
5.2.3 Geometriske rekker . . . . ...

5.3 velsesoppgaver . . . . . . . ...

Differensligninger

6.1 Rekursiv definisjon av en tallfglge . . . . . . .. .. .. ...

6.2 Differensligninger . . . . . . . ... oo
6.2.1 Lineser differensligning av k-te orden . . . . . . . ..
6.2.2 Startbetingelsene . . . . . . .. ... L.
6.2.3 Lgsning av differensligninger . . . . .. .. .. ...
6.2.4 Logsning av andreordens differensligninger . . . . . .
6.2.5 Lgse den karakteristiske ligningen . . . .. .. ...

6.3 Kodeeksempler Java . . . .. ..o 0oL
6.3.1 Fibonacci-tallene . . . . . ... ... ... ..
6.3.2 Hanoistarn . . . ... ... ... ... ... ...

6.4 velsesoppgaver . . . . . . . . ...

Bevisteknikk

7.1 Logisk slutning . . . . .. .. ... . 000

7.2 Direkte og indirekte bevis . . . . .. ..o o 0L
7.2.1 Direkte bevis . . . . . ... oL
7.2.2 Kontrapositivt bevis . . . . ... ...,
7.2.3 Bevis ved selvmotsigelse . . . . . ... ...
7.2.4 Praktiskerad . . ... ... ... L.

7.3 Induksjonsbevis . . . . .. . ...

iii

93
95
96
98
100
101
102
102
105
108
114

117
118
119
120
120
121
123
125
132
132
133
134



7.3.1 Oppbygningen av et induksjonsbevis . . . . . . . .. 150
7.3.2 Bevis for formelen for summen av en aritmetisk rekke 155

7.4 velsesoppgaver . . . . ... ..o 158

Tallteori og kongruensregning 161

8.1 Heltallsdivisjonogrest . . . . . . .. .. .. ... .. .... 162

8.1.1 Sentrale begreper, symboler og operatorer . . . . . . 162

8.1.2 Divisjonsalgoritmen . . . .. .. ... ... ... 166

8.1.3 Operatorene div ogmod . .. ... ... ... ... 167

8.1.4 Divisjon ved hjelp av gjentatt subtraksjon . . . . . . 167

8.1.5 Heltallsdivisjon der dividenden er negativ . . . . . . 168

8.2 Kongruens og modulo-regning . . . . . . ... ... ... .. 169

8.2.1 Hva menes med kongruens og modulo? . . . . . . .. 169

8.2.2 Regneregler for kongruenser . . . . . ... ... ... 173

8.2.3 Tverrsum og gjentatt tverrsum . . .. ... ... .. 174

8.2.4 Kongruensligninger . . . . . . .. ... 178

8.3 Kontrollsiffer . . . . ... .. ... 0o 179

83.1 ISBN . . . . . . . 180

8.3.2 GTIN . ... .. 180

84 Primtall . . . .. ... 181

8.4.1 Aritmetikkens fundamentalteorem . . . . . ... .. 181

8.4.2 Hvordan avgjgre om et heltall er et primtall? . . . . 182

8.4.3 Primtallsfaktorisering . . . . . . ... ... .. ... 182

8.4.4 FEratosthenessil . . . . .. .. .. ... 183

8.5 Stgrste felles divisor . . . . . .. .. ..o L. 185
8.5.1 Finne stgrste felles divisor ved hjelp av primtallsfak-

torisering . . . . .. ... 185

8.5.2 Euklids algoritme . . . . . ... ..o 187

8.6 Minste felles multiplum . . . ... ... ... ... ..... 189

8.6.1 Relativt primiske tall . . . . . .. ... ... ... .. 191

8.7 (velsesoppgaver . . . . . . ... 193

Tallsystemer 201

9.1 Posisjonssystemer . . . . . .. ..o L Lo 202

9.2 Konvertering mellom tall i ulike posisjonssystemer . . . . . 204
9.2.1 Fra desimale tall til binaere, oktale og heksadesimale

tall . . o 205

9.2.2  Fra bineere til oktale og heksadesimale tall . . . . . . 208

9.2.3 Fra binare til desimale tall . . . . ... .. ... .. 211

9.3 Bingere regneoperasjoner . . . . . . ... ..o 213

9.3.1 Biner addisjon . . . . ... 214

9.4 Heltallsformat og toerkomplement . . . .. ... ... ... 214

iv



9.4.1 Fortegnsbit . . . . .. .. ... oL 214

9.4.2 Toerkomplement . . . . ... ... ... .. ..... 215

9.5 velsesoppgaver . . . .. ... 218
10 Kombinatorikk 223
10.1 Sentrale begreper og regneoperasjoner . . . . . . . . . . .. 224
10.1.1 Fakultet . . . . . . . . . . ... 225
10.1.2 Binomialkoeffisienter . . . . . . . . ... . ... ... 226
10.1.3 Pascals trekant . . . . . . . .. ... 228
10.1.4 Binomialteoremet . . . . . . . . . . . ... ... ... 230
10.1.5 Oppsummering . . . . . . . . . .. .. .. ... ... 232

10.2 Opptelling . . . . . . . . 232
10.2.1 Produktregelen . . . . . .. ... ... L. 232
10.2.2 Sumregelen . . . . . ..o L 234
10.2.3 Subtraksjonsregelen . . . . . ... ... L. 236
10.2.4 Divisjonsregelen . . . . . .. ... ... ... .. 238
10.2.5 Skuffeprinsippet . . . . . . .. ... ... 240
10.2.6 Oppsummering . . . . . . . . . . .. ... ... ... 241

10.3 Permutasjoner og utvalg . . . . .. ... ... 241
10.3.1 Permutasjoner . . . ... ... ... ... ... 242
10.3.2 Permutasjoner av ulike objekter . . . . . . . . .. .. 243
10.3.3 Ordnede og uordnede utvalg uten tilbakelegging . . 246
10.3.4 Ordnede og uordnede utvalg med tilbakelegging . . . 252
10.3.5 Oppsummering . . . . . . . .. .. ... 256

10.4 Fischer-sjakk . . . . . . ... oo 257
10.5 Ovelsesoppgaver . . . . . . . ... 261
11 Generelle funksjoner 271
11.1 Hva er en funksjon? . . . ... .. ... ... ... ..... 272
11.1.1 Ikke alle relasjoner er funksjoner . . ... ... ... 273
11.1.2 Verdimengde kontra verdiomrade . . . . . ... ... 274
11.1.3 Visualisering av funksjoner . . . .. ... ... ... 275

11.2 Funksjoners egenskaper . . . . . . .. ... ... ... .. 276
11.2.1 Injektiv . . . . . . . ... .. 277
11.2.2 Surjektiv. . . . . ..o 278
11.2.3 Bijektiv . . . . . ..o 279

11.3 Sammensetning av funksjoner . . . . . . .. ... ... L. 281
11.4 Inverse funksjoner . . . . . . ... .. ... ... ... ... 282
11.5 Tallfunksjoner . . . . . . . . .. .. ... 284
11.5.1 Funksjonen tak, ceil . . . . . ... ... ... .... 285
11.5.2 Funksjonen gulv, floor . . . . . ... ... ... ... 286
11.5.3 Funksjonen avrund til heltall, round . . . . .. . .. 287



11.5.4 Funksjonsgrafer . . . . . . ... ... ... ... ... 288

11.6 Ovelsesoppgaver . . . . . . . ..o 290
12 Tallmatriser og logiske matriser 297
12.1 Matriser . . . . . . . ..o 298
12.1.1 Dimensjon og form . . . . .. . ... ... ... ... 299
12.1.2 Generell matrise . . . . .. .. ... 299
12.1.3 Kvadratiske matriser . . . . . . . . ... ... 300
12.1.4 Diagonaler . . . .. .. .. ... ... ... 300

12.2 Matrisearitmetikk . . . . . ... o000 301
12.2.1 Addisjon og subtraksjon av matriser . . . . . .. .. 301
12.2.2 Tall multiplisert med en matrise . . .. ... .. .. 301
12.2.3 Matrisemultiplikasjon . . . . . . . ... ... .. 302
12.2.4 Lover for matrisearitmetikk . . . . . ... ... ... 304
12.2.5 Enhetsmatrisen og nullmatrisen . . . . . . . . . . .. 304
12.2.6 Den transponerte matrisen . . . . ... ... .. .. 305
12.2.7 Symmetri . . . . ..o 307
12.2.8 Determinant . . . . .. ... ... ... ... 307
12.2.9 Invers matrise. . . . . . . . . ... ... 310
12.2.10 Matrisefunksjoner . . . . ... ... oL 314

12.3 Logisk matrisearitmetikk . . . . . . .. ..o o000 314
12.3.1 Logisk eller mellom to logiske matriser . . . . . . . . 315
12.3.2 Logisk og mellom to logiske matriser . . . . . . . .. 315
12.3.3 Logisk eksklusiv eller mellom matriser . . . . . . . . 316
12.3.4 Logisk matrisemultiplikasjon . . . . . ... .. ... 316
12.3.5 Potenser av logiske matriser . . . . . . .. ... ... 317

12.4 Ovelsesoppgaver . . . . . . . . . 319
13 Grafteori 327
13.1 Hvaerengraf? . . . . . .. ... . o o 329
13.1.1 Enkel graf . . . . .. ... .. 0oL 330
13.1.2 Multigraf . . . . .. ... 330
13.1.3 Pseudograf . . . ... ... ... ... L. 331
13.1.4 Egenskaper ved grafer og noder . . . . . . ... ... 332
13.1.5 Veier og stier . . . . . . ... ... L. 334
13.1.6 FEulerveier og eulerkretser . . . . . .. ... .. ... 335
13.1.7 Rettede grafer . . . ... ... ... ... 340

13.2 Endelig tilstandsmaskin . . . . .. .. .. 00000 341
13.3 Ovelsesoppgaver . . . . . .. .. 345

vi



14 Relasjoner

14.3

14.4
14.5

14.6
14.7

14.2.1
14.2.2
14.2.3

Kombinasjoner . . . . .. ..o
Sammensetningen av to relasjoner . . . .. .. ...
En vei gjennom en relasjonsgraf . . . . ... ... L.

Egenskaper til relasjoner . . . . . . ... ... ... ..

14.3.1
14.3.2
14.3.3
14.3.4
14.3.5
14.3.6

Refleksivitet . . . . . . . ..o
Irrefleksivitet . . . . . .. ..o
Symmetri . . . ..o
Antisymmetri . . . . ...
Transitivitet . . . . . . . ... oL
Kategorisering av relasjoner ut fra egenskaper . . . .

Tillukning av relasjoner . . . . . . . .. ... ... .....
Oppdeling av mengder i partisjoner . . . . . . . . . .. ...

14.5.1
14.5.2
14.5.3
14.5.4

Ekvivalensrelasjoner . . . . . . ... ... ... ...
Ekvivalensklasser . . . . . .. ... ...
Partisjoner . . . .. ...
Partielle ordninger . . . . . ... ..o oL

Hassediagram . . . . . . . ... .. ... ... ... .....
Leksikografisk og topologisk sortering . . . . ... ... ..

14.7.1
14.7.2

Leksikografisk sortering . . . . ... ... ... ...
Topologisk sortering . . . . . ... ... .......

14.8 Ovelsesoppgaver . . . . . . ...

15 PageRank-algoritmen
15.1 Egenvektorsentralitet . . . . . . .. .. ... 0oL
15.2 PageRank-sentralitet . . . . . . . . .. ... ... ... ..
15.3 Oppsummering . . . . . . . .. .. Lo

16 Lgsningsforslag

Bibliografi

Stikkordregister

vii

353
354
359
359
360
362
365
366
367
368
370
372
375
376
379
380
382
384
387
390
396
396
397
400

409
410
414
417

419

507

509



